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1 チェルノフ限界 (Markov bound) について (続 1)

その 1 において導出したチェルノフの不等式に対して, 正の確率変数 Xk の和を取った確率変数

X = Xk を適応させる. この場合, 次のふと式が成立する.

Pr(X ≥ a) ≤ E[etX ]

eta
= e−ta · E[

∏
k

etXk ] = e−ta ·
∏
k

E[etXk ] (1)

3 番目の式と 4 番目の式が等号で結ばれるのは, 各確率変数 Xk が互いに独立であることを仮定し

ている為である. 同様にして, 次の不等式も得ることができる.

Pr(X ≤ a) ≤ eta ·
∏
k

E[e−tXk ] (2)

2 チェルノフ限界 (Chernoff bound) について (続 2)

チェルノフ限界の具体的な応用先として, Xk が 0 か 1 のどちらかの値を取る確率変数である場

合を考える (前節同様に, X =
∑

k Xk とする). 1 となる確率を pk, 0 となる確率を 1− pk とする.

つまり, E[Xk] = pk である. また, E[etXk ] = 1 + pk(e
t − 1) である. 前節の不等式にこれらを代入

することで, 下の不等式が成立する.

Pr(X ≥ a) ≤ e−ta ·
∏
k

E[etXk ] = e−ta ·
∏
k

(1 + pk(e
t − 1))

≤ e−ta · e
∑
k

pk(e
t−1)

= eE[X](et−1)−ta (3)

2 段目の 1 番目の式と 2 番目の式の間の不等号は, 1 + x ≤ ex(x ≥ 0) を利用した. この理由は,

積よりも和の方が取り扱いやすいからである. この不等式の最右辺の式を最小にするような正数 t

は, f(t) = E[X](et − 1)− ta を最小にするような t である. f(t) が凹関数であることを考慮して,

f ′(t) = 0 となるような t を (3) の不等式に代入する (t = log(a/E[X])). そうすうと, (3) 式は次

のように書き換えることができる.

Pr(X ≥ a) ≤ ea−E[X]a log(a/E[X]) (4)

ここに, a = (1 + δ)E[X](δ > 0) を代入すると更に次のように書くことができる.

Pr(X ≥ (1 + δ)E[X]) ≤
(

eδ

(1 + δ)1+δ

)E[X]

(5)
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これは, 期待値からのずれが E[X] が大きくなればなるほど確率的に小さくなることを意味する.

同様にして, 次の不等式も導出できる (a が正数である条件から 0 ≤ δ < 1 に注意する).

Pr(X ≥ (1− δ)E[X]) ≤
(

e−δ

(1− δ)1−δ

)E[X]

(6)
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