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1 多変量正規分布の乱数生成について

1.1 一次元の正規分布の乱数生成 (ボックスミュラー法) [1]

正規分布の CDF (累積分布関数) を解析的に求めることはできない. 従って, 逆関数法を用いた

乱数生成手法を用いることはできないため, 別のアプローチを取る必要がある. そこで, 2 つの独立

した標準正規分布に従う確率変数 x, y に変数変換を施すことをベースとしたボックスミュラー法

を用いる. x, y は共に (−∞,∞) に含まれる実数であるため, r, θ を用いて次式で表せる.

x =
√
r cos θ (1)

y =
√
r sin θ (2)

ここで, 確率変数 x, y の同時確率密度 p(x, y) がヤコビアン J = ∂(x, y)/∂(r, θ) を用いて次式のよ

うに表せることに着目する (|J | は体積拡張率であることに注意).

p(x, y)dxdy = p(r, θ)|J |drdθ (3)

このことから次式が成立する.

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
exp(−(x2 + y2)/2)dxdy =

1

2π

∫ 2π

0

∫ ∞

0

exp(−r/2)

2
drdθ (4)

(5)

(4) 式の右辺から, 確率変数 r は平均 2 の指数分布に従い, θ は [0, 2π] 上の一様分布に従うと見做

すことができる. 従って, 確率変数 r, θ は次式のように, 定義域が [0, 1] である一様乱数 t1, t2 を

用いて表現することができる (逆関数法).

r = −2 log(1− t1) (6)

θ = 2πt2 (7)

(6, 7) 式に実際に一様分布に従う乱数 t1, t2 を代入して得られた r, θ を (1, 2) 式に代入すれば, 正

規分布に従う乱数 x, y を得ることができる.

1.2 多変量正規分布 (Multivariate Normal Distribution) の乱数生成

最初に, 標準正規分布 (平均 0, 分散 1) に従っている n 個の乱数 x = [x1, x2, ..., xn] について考

える. この確率変数ベクトルに対し, 行列 P による線形変換したベクトルを y と置く.

y = Px (8)
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ここで, n 個の確率変数の同時確率密度 p(x) について考えると, ヤコビアン J = ∂x/∂y を用いて

次式が成立する.

p(x)dx1dx2...dxn = p(y)|J |dy1dy2...dyn (9)

また, p(x) は n 個の独立な正規分布の結合確率密度であるため, 次式が成立する.

p(x)dx1dx2...dxn =

n∏
i=1

1√
2π

exp(−x2
i /2)dx1dx2...dxn

=
1

(
√
2π)n

exp(−xTx/2)dx1dx2...dxn

=
1

(
√
2π)n

exp(−yT (P−1)TP−1y/2)|J |dy1dy2...dyn

=
1

(
√
2π)n

exp(−yTΣ−1y/2)|J |dy1dy2...dyn (10)

ここで, PPT ≡ Σ と置いた. ここで, Σ がどのような意味を持つか考える. 実は Σ は, 確率変数ベ

クトル y の共分散行列なのである. このことは次の式変形により確かめられる.

E[yyT ] = E[PxxTPT ]

= PE[xxT ]PT

= PIPT = PPT = Σ (11)

2 行目の式変形は確率的な変数が x 部分のみであるため可能である. 3 行目の式変形は, x が互い

に独立な正規分布に従う確率変数ベクトルのため可能である. また, ヤコビアン J の絶対値は Σ

を用いて次式のように計算可能である.

|J | = |∂x/∂y| = | ∂
∂y

(
P−1y

)
|

= |detP−1| = |det(P−1)T detP−1|1/2

= |detΣ−1|1/2 = 1/|detΣ|1/2 (12)

ここで, 3 行目の式変形は行列の積の行列式は行列式の積に等しい ([2] の式 (21) 参照) を利用し

た. このことから, (10) 式は次のように変形することが可能となる.

p(x)dx1dx2...dxn =
1√

(2π)n|detΣ|
exp(−yTΣ−1y/2)dy1dy2...dyn (13)

この (13) 式は PRML [3] の (2, 43) 式と本質的に同じ意味を持っている. このことは, y を仮に平

均値分移動したとしても, ヤコビアンの計算結果に影響を与えないことからも簡単にわかる. 従っ

て, (8) 式に代入する P が求まれば, 正規分布に従う乱数を生成し, それを線形変換するという手

続きで多変量正規分布に従う乱数を生成できる. P はコレスキー分解 [4] により, 共分散行列から

求めることができる.
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