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1 変分法 [1]

変分法 (Calculus of Variations) では, 関数の集合から実数への写像を行う汎関数 (functional)

を最大・最小にするような関数 y を求める問題を取り扱う。例えば、変分法を用いると空間内の

2 点を結ぶ最短距離の曲線 (これを関数 y により表現) は直線となることが示される (2 次元なら

ば 2 点を通る直線 y = ax+ b などが求まる)。汎関数を F [y] と定義し, y は実数 x を入力とする

通常の関数とする。関数 y(x) の x における微小変位を ϵη(x) (摂動と呼んだりもする) と置くと,

汎関数の値の微小変化は次式で表現される。

F [y(x) + ϵη(x)] = F [y(x)] + ϵ

∫
∂F

∂y(x)
η(x)dx+O(ϵ2) (1)

この式は, 関数 y への入力 x を無限次元変数として取り扱えば, 次式のような多変数関数の偏微

分の自然な拡張となっていることが理解される。

F [x1 + ϵ, x2 + ϵ, ..., xn + ϵ)] = F [y] + ϵ

n∑
i=1

∂F

∂xi
+O(ϵ2) (2)

ここで、(1) 式の汎関数 F が関数 y に対して, 最大・最小値を取る場合、汎関数 F は関数 y の

任意の微小変化に対して変化しない (停留)。従って、ϵ が十分に小さい場合次式が成立する。∫
∂F

∂y(x)
η(x)dx = 0 (3)

上式は, 任意の関数 η(x) に対して成立するので ∂F/∂y(x) = 0 であることが必要である (例え

ば, ある 1 点 x̂ の近傍以外において η(x) = 0 となるケースを考えると, ∂F/∂y(x̂) = 0 である必

要があり、x̂ は x の定義域内全てにおいて定義可能であるため)。

より具体的な汎関数 F を考える。例えば, y(x) と y′(x), および x に依存する関数 G を x の定

義域 [x1, x2] において積分した実数値を持つ汎関数 F について考える。汎関数 F は次式で定義さ

れる。

F [y] =

∫ x2

x1

G(y, y′, x)dx (4)

この y に微小な変動 ϵη(x) を加えると次式のように汎関数 F は変化する。

F [y(x) + ϵη(x)] = F (y) + ϵ

∫ x2

x1

{ ∂G

∂y(x)
η(x) +

∂G

∂y′(x)
η′(x)

}
dx+O(ϵ2) (5)

第二項の部分積分は次式で表現され,∫ x2

x1

∂G

∂y′(x)
η′(x)dx =

[
∂G

∂y′(x)
η(x)

]x2

x1

−
∫ x2

x1

d

dx

{
∂G

∂y′(x)

}
η(x)dx (6)

ここで、摂動 η(x) が積分区間の両端では 0 (y(x) の値が固定されているため) となると考えれば,
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(5, 6) 式より (7) 式が得られる。

F [y(x) + ϵη(x)] = F (y) + ϵ

∫ x2

x1

{
∂G

∂y(x)
− d

dx

{
∂G

∂y′(x)

}}
η(x)dx+O(ϵ2) (7)

(3) 式の場合と同様に考えることで次式が得られる。この式は、オイラーラグランジュの方程式

(Euler-Lagrange equation) と呼ばれる。
∂G

∂y
− d

dx

{
∂G

∂y′

}
= 0 (8)

例えば, G =
√
dx2 + dy2 =

√
1 + y′2 とした場合、汎関数 F は曲線 y(x) により定められる 2 点

間の距離を表すことになる。この場合、(8) 式は次式のようになる。
y′√

1 + y′2
= C(定数) (9)

従って、y’ に関する 2 次方程式が得られ、因数分解により y′ が求まる。その後 2 個の線形微分

方程式について解けば y = C1x+ C2 が得られる。
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